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摘 要： 在模态逻辑系统Ｓ５中提出了任意一模态公式关于一个极大相容理论的存在状态及状态描述等一系列
概念，并且借助状态描述这一工具研究了相容理论的相容扩张，最后给出了模态逻辑系统 Ｓ５中极大相容理论的一个
结构刻画，证明了任何一个极大相容理论都是所有简单合取式和简单析取式的相容存在状态之集的理论闭包．
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１ 引言

模态逻辑［１～３］是逻辑学的重要的分支，它的理论、

思想、技术和方法在计算机科学［４］、知识表示及推理［５］、

模型检测［６］、经济博弈论［７］以及哲学［８］等方面都有重要

应用．
由若干逻辑公式组成的集合称为逻辑理论，简称理

论．无论是在经典逻辑系统，还是在多值、模糊值逻辑系
统，甚至模态逻辑系统中，判定一个逻辑理论是否相容

都是相应逻辑系统的重要问题．文献［９～１２］在几个特
定的逻辑系统中定义了逻辑理论的相容度，由此断定一

个相容的逻辑系统在多大程度上相容．可惜的是，这些
概念和结论都无法刻画极大相容理论．另一方面，每一
个相容理论都可扩充成极大相容理论，它在模态逻

辑［１～３］和知识推理［５］中起着举足轻重的作用：在证明一

个逻辑系统的完备性（甚至强完备性）时，借助极大相容

理论这一工具的证明方法不仅巧妙，而且适用性广．具
体做法如下：让每个极大相容理论代表一个可能世界，

从而构成一个新的可能世界之集 Ｗ，同时，适当的定
义这些极大相容理论之间的二元关系 Ｒ，以及原子公
式与极大相容理论之间的映射关系 Ｖ，从而建立了一
个典型模型 Ｍ ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ），最终得到逻辑系统
的强完备性．

关于极大相容理论的研究已有一些好的结论：在经

典逻辑系统Ｌ中，一个理论是极大相容理论的充要条件
是它是文字序列的逻辑闭包，且在极大相容理论之集上

可建立紧 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑空间（文献［１３］）；基于逻辑系统
Ｌ的强完备性，文献［１４］给出了极大相容理论的结构
刻画，证明了极大相容理论是某些特定理论的闭包，文

献［１５］指出极大相容理论集与赋值集Ω３之间存在一一
对应关系；文献［１６］证明了三值 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ闭理论和极
大相容理论集上 Ｃａｎｔｏｒ空间中的拓扑闭集存在一一对
应关系．

然而，以上关于相容理论的研究讨论都不曾涉及模

态逻辑系统，由于模态逻辑系统比上述提到系统从语言

形式上增加了模态词◇和□，从而导致生成的公式比
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较复杂，本文就尝试在常见的、性质较好的模态逻辑系

统 Ｓ５中讨论相容理论的性质，最后得出极大相容理论
的结构刻画定理．

２ 模态逻辑系统Ｓ５及其逻辑理论

为了行文简洁，本文将模态逻辑系统 Ｓ５简称为
Ｓ５．
２１ 模态逻辑Ｓ５

定义１［３］ 设◇是一元模态词，Φ是若干原子命题
之集，Ｓ５的公式构成如下：

φ：＝ｐ⊥ ┐φ φ１∨φ２ ◇φ，ｐ∈Φ
用 Ｆｏｒｍ（◇，Φ）记全体基于Φ的模态公式之集．□表示
与◇的对偶模态词，即□φ＝┐◇┐φ．φ∧ψ＝┐（┐φ
∨┐ψ），φ→ψ＝┐φ∨ψ．

定义２［３］ Ｓ５的模型 Ｍ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ），这里 Ｗ是非
空集，ω∈Ｗ称为可能世界，Ｒ是Ｗ上的等价关系，映
Ｖ：Φ→Ｐ（Ｗ）为赋值．

定义 ３［３］ 设 Ｍ 是 Ｓ５的模型，ω∈ Ｗ，φ∈
Ｆｏｒｍ（◇，Φ），若φ在可能世界ω里为真，则称ω满足

φ，记ω φ，可归纳地定义为：

（ⅰ）ω ｐω∈Ｖ（ｐ），ｐ∈Φ；
（ⅱ）ω ⊥永远不成立；
（ⅲ）ω ┐φＭ，ω φ不成立；

（ⅳ）ω φ∨ψω φ或ω ψ；

（ⅴ）ω ◇φｕ∈Ｗ，Ｒωｕ，ｓ．ｔ．ｕ φ；

（ⅵ）ω □φ若 Ｒωｕ，则 ｕ φ．
定义４［３］ Ｓ５的公理包括全体模态重言式，┐⊥以

及下面的公理：

（Ｋ）（分配公理）□（φ→ψ）→（□φ→□ψ）
（４）（传递公理）◇◇φ→◇φ
（Ｔ）（自反公理）φ→◇φ；（Ｔ′）：□φ→φ．
（５）（对称公理）◇φ→□◇φ

Ｓ５中的推理规则有两条：
（ｉ）ＭＰ规则；（ｉｉ）Ｇｅｎ规则：由φ可得□φ．
定义５［３］ Ｓ５证明是一个有限模态公式序列φ１，

φ２，…，φｎ，且ｉｎ，φｉ是 Ｓ５中的公理，或者存在 ｊ（ｊ
＜ｉ），使φｉ是由φｊ运用Ｇｅｎ规则而得的公式，或者存在
ｊ，ｋ（ｊ，ｋ＜ｉ），使φｉ由φｊ和φｋ运用 ＭＰ规则而得的公
式，则称φｎ是Ｓ５定理，记为 φｎ．

定义６［３］ 若ΓＦｏｒｍ（◇，Φ），则称Γ为理论．若

Γ非空，对公式φ，ψ１，ψ２，…，ψｎ∈Γ使得 ψ１∧ψ２
∧…∧ψｎ→φ成立，那么称φ可由Γ导出或φ是Γ－结
论，记Γ φ．全体Γ结论之集称为Γ的理论闭包，记
为 Ｄ（Γ）．

设 Ｍ是模型，ω∈Ｗ，Γ是理论，如果对每个模型

Ｍ和每个可能世界ω，当 Ｍ，ω Γ时，都有 Ｍ，ω
φ，则称Γ语义蕴涵φ，记为Γ φ．

定理１［３］ Ｓ５中，Γ∪｛φ｝Ｆｏｒｍ（◇，Φ），
则有Γ φ当且仅当Γ φ．
定义７［３］ 设Γ是理论，如果Γ ⊥，则称Γ不

相容，否则相容．若Γ是相容理论，并且是极大的，即

φ Γ，有Γ∪｛φ｝ ⊥，则称Γ是极大相容理论．
命题１［３］ 设Γ是Ｓ５的极大相容理论，则有
（ｉ）若φ是 Ｓ５定理，则有φ∈Γ；
（ｉｉ）若Γ φ，则有φ∈Γ；
（ｉｉｉ）Γ关于ＭＰ运算封闭；
（ｉｖ）对任意公式φ，有φ∈Γ或┐φ∈Γ成立；
（ｖ）若φ∨ψ∈Γ，则有φ∈Γ或ψ∈Γ成立；
（ｖｉ）若φ∈Γ且φ□ψ，则有ψ∈Γ；
（ｖｉｉ）若φ，ψ∈Γ，则有φ∧ψ∈Γ．

２２ 系统Ｓ５中的等价公式
定义８［３］ 称不含模态词的公式为０度公式，称ξ

＝□φ或ξ＝◇ψ为最简１度模态公式，其中φ和ψ为
０度公式．称有限多个最简１度公式或０度公式的合取
（析取）为简单模态合取（析取）式．

定义 ９［３］ 称（ξ１１∧…∧ξ１，ｉ（１））∨…∨（ξｎ１∧…∧
ξｎ，ｉ（ｎ））为模态析取范式．若将上式中的∨和∧互换位置，
则所得的公式为模态合取范式，这里ξｋ，ｊ为最简１度模态
公式或为０度模态公式（ｋ＝１，…，ｎ，ｊ＝１，…，ｉ（ｋ））．

定理２［３］ 在Ｓ５中，有下列等价公式◇◇φ□◇φ；

□□φ□□φ；□◇φ□◇φ；◇□φ□□φ；□（φ∨□ψ）

□□φ∨□ψ；◇（φ∧◇ψ）□◇φ∧◇；ψ□（φ∧ψ）

□□ψ∧□ψ；◇（φ∨ψ）□◇φ∨◇ψ．
定理３［３］ 在 Ｓ５中，每个模态公式都等价于一个

模态析取范式，或者模态合取范式．
命题２ 在 Ｓ５中，φ，ψ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），若 φ→ψ，

则有 □φ→□ψ， ◇φ→◇ψ．
证明 若 φ→ψ，使用推广规则，再和（Ｋ）使用

ＭＰ规则可得结论；若 φ→ψ，由逆否命题与原命题等
价知 ┐ψ→┐φ，再用刚证的结论，得 □┐ψ→□
┐φ，再由逆否命题与原命题等价可得结论．

定理４ 在 Ｓ５中，φ，ψ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），则有下面的
公式等价

◇（φ∧□ψ）□◇φ∧□ψ；□（φ∨◇ψ）□□φ∨◇ψ
证明

◇（φ∧□ψ）□◇（φ∧◇□ψ）□◇φ∧◇□ψ□◇φ∧
□ψ；□（φ∨◇ψ）□□（φ∨□◇ψ）□□φ∨□◇ψ□φ
∨◇ψ
２３ 系统Ｓ５中公式的状态描述

定义１０ 称集合
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ＳＴＡＴＥ＝（０，０，０），（０，０，１），（０，１，１），（１，１，１）
为Ｓ５的状态描述之集．它只包含了四个元素，每一个元
素都是一个三维０－１向量，称为一个状态描述．

定义１１ 设φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），任一状态描述α＝
（α
（１），α

（２），α
（３）），则称集合

φ（α）＝｛（□φ）α
（１）

，φ
α
（２）

，（◇φ）α
（３）

｝

为公式φ在状态描述α下的存在状态集，其中ψ
０＝┐

ψ，ψ
１＝ψ．
定义 １２ 在状态描述集 ＳＴＡＴＥ上定义一元运算

┐，如下：

┐（０，０，０）＝（１，１，１）；┐（０，０，１）＝（０，１，１）

┐（０，１，１）＝（０，０，１）；┐（１，１，１）＝（０，０，０）
定理５ 设φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），α是状态描述，则有

（┐φ）（┐α）＝φ（α）．
证明 α共有４种情形，选一种予以证明．若α＝

（０，１，１），根据定义１２知┐α＝（０，０，１），那么有（┐φ）
（┐α）＝（┐φ）（０，０，１）＝｛（□┐φ）

０，（┐φ）
０，

（◇┐φ）
１｝＝｛◇φ，φ，┐□φ｝＝φ（α）．

定义１３ 设Γ是Ｓ５的极大相容理论，

φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），Γ：Ｆｏｒｍ（◇，Φ）→ＳＴＡＴＥ，可定义为

Γ（φ）＝α当且仅当φ（α）Γ，这时称Γ（φ）为公式φ
在Γ中的状态描述．

定理 ６ 设Γ是 Ｓ５的一个极大相容理论，φ∈
Ｆｏｒｍ（◇，Φ），有Γ（φ）＝┐（Γ（┐φ））．
证明 由极大相容理论的性质（命题１（ｉｖ））容易证

明．
注１ 上式中等号右端的两个┐含义不同：第一个

出现的是描述状态集上的对合对应，而第二个出现的

是公式间的逻辑连接词；定理６揭示了在同一个极大相
容理论下，模态公式φ的描述状态如果是α，那么公式

┐φ的描述状态只能是┐α．

３ 极大相容理论的结构刻画

命题３ 设 Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），若Σ是既非重言式又非
矛盾式的全体简单合取式和简单析取式的任意一相容

的存在状态之集，则有如下结论成立：

（ｉ）若□Ａ Ｄ（Σ），则 Ｄ（Σ）∪｛□Ａ｝不相容；
（ｉｉ）若◇Ｂ Ｄ（Σ），则 Ｄ（Σ）∪｛◇Ｂ｝不相容．

证明 （ⅰ）证明若□Ａ Ｄ（Σ），因为 Ａ是经典
逻辑公式，所以 Ａ等价于一个合取范式．不妨设 Ａ＝Ａ１
∧Ａ２∧Ａ３，其中 Ａ１，Ａ２，Ａ３都是由原子公式或其否定通
过析取连接而成的经典的简单析取式．由于□Ａ１∧
□Ａ２∧□Ａ３□□Ａ Ｄ（Σ），得□Ａ的合取项中至少
有一项不属于Ｄ（Σ）．不妨设□Ａ２ Ｄ（Σ），因为 Ａ２∈
Δ，所以 Ａ２在Σ中的状态描述α是确定的，且α（１）＝０

即┐□Ａ２∈Ｄ（Σ），得 Ｄ（Σ）∪｛□Ａ２｝不相容，那么 Ｄ
（Σ）∪｛□Ａ｝也不相容．

（ⅱ）若◇Ｂ Ｄ（Σ），因 Ｂ是经典公式，所以 Ｂ
等价于一析取范式．设 Ｂ＝Ｂ１∨Ｂ２∨Ｂ３，其中 Ｂ１，Ｂ２，
Ｂ３都是经典的简单合取式．因为◇Ｂ１∨◇Ｂ２∨◇Ｂ３
□◇Ｂ Ｄ（Σ），所以◇Ｂｉ Ｄ（Σ）（ｉ＝１，２，３），又 Ｂｉ
∈Δ（ｉ＝１，２，３）它们的状态描述是确定的，且第三分量

α
（３）＝０，所以有┐◇Ｂｉ∈Ｄ（Σ），从而┐◇Ｂ１∧┐◇Ｂ２
∧┐◇Ｂ３∈Ｄ（Σ），那么 Ｄ（Σ）∪｛◇Ｂ｝就不相容．

定理７ 设Σ是既非重言式又非矛盾式的经典简

单合取式和经典的简单析取式的任意一存在状态之

集，若Σ是相容的，则 Ｄ（Σ）就是一个极大相容理论．
证明

（１）相容性．因为Σ相容，从而它的逻辑闭包Ｄ（Σ）
也是相容的．

（２）极大性．只需证明若φ Ｄ（Σ），则有 Ｄ（Σ）

∪｛φ｝不相容．下面我们按公式中所含逻辑连接词的个
数做归纳证明．若φ中不含逻辑连接词，即φ＝ｐｉ（ｐｉ∈
Ｓ），因为 ｐｉ∈Δ，所以 ｐｉ在Σ中的状态描述是确定的，
即 ｐｉ与┐ｐｉ有且只有一个属于Σ，由条件可知┐ｐｉ∈
Σ，那么 Ｄ（Σ）∪｛φ｝不相容；若φ中包含一个逻辑连接
词，即φ＝┐ｐｉ或φ＝□ｐｉ或φ＝◇ｐｉ或φ＝ｐｉ→ｐｊ或φ
＝ｐｉ∧ｐｊ或φ＝ｐｉ∨ｐｊ，而以上可能出现的公式都是状
态描述集 Ｓ（Λ）中的元素，从而它们在Σ中的存在状态
是确定的，那么φ与┐φ有且只有一个属于Σ，从而知
若φ Σ，则一定有┐φ∈Σ，从而Σ∪｛φ｝不相容；假
设φ中含ｋ个逻辑连接词时结论已成立，下面证 ｋ＋１
时也成立．

（ⅰ）若φ＝┐ψ，且ψ含有ｋ个逻辑连接词．若ψ∈
Ｄ（Σ），则有 Ｄ（Σ）∪｛┐ψ｝不相容；若ψ Ｄ（Σ），则
由ψ含有ｋ个逻辑连接词知Ｄ（Σ）∪｛ψ｝不相容，即
Ｄ（Σ） －┐ψ，又因为 Ｄ（Σ）是闭理论，所以┐φ∈
Ｄ（Σ），这与已知矛盾，故此情形不成立．综上分析
Ｄ（Σ）∪｛φ｝不相容．
（ⅱ）若φ＝ψ１→ψ２，且ψ１，ψ２中的逻辑连接词小于

ｋ个，由于ψ１→ψ２＝┐ψ１∨ψ２且φ Ｄ（Σ）知┐ψ１，

ψ２ Ｄ（Σ）．对┐ψ１，ψ２分别用归纳假设，知 Ｄ（Σ）∪
｛┐ψｉ｝（ｉ＝１，２）都不相容．又由ψ１，┐ψ２∈Ｄ（Σ）（闭理
论）知ψ１∧┐ψ２□┐φ∈Ｄ（Σ），Ｄ（Σ）∪｛φ｝容．

（ⅲ）若φ＝□ψ，且ψ含有ｋ个逻辑连接词．若ψ
Ｄ（Σ），则由归纳假设知 Ｄ（Σ）∪｛ψ｝不相容，即｜

χ１，…，χｎ∈Σ，ｓ．ｔ．χ１∧…∧χｎ∧ψ□⊥，又由公理（Ｔ′）
知χ１∧…∧χｎ∧□ψ□⊥，从而 Ｄ（Σ）∪｛□ψ｝不相容．
若ψ∈Ｄ（Σ）且□ψ Ｄ（Σ），因为在 Ｓ５中，每个模态
公式都可以化为模态析取（合取）范式，所以把ψ化为
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模态合取范式，设ψ＝∧
ｎ

ｋ＝１
∨
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
，其中ξｋｊ（ｋ＝１，２，…，ｎ；ｊ

＝１，２，…，ｉ（ｋ））是最简１度模态公式或０度模态公式．

那么由定理２知φ＝□ψ＝□（∧
ｎ

ｋ＝１
∨
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
）＝∧

ｎ

ｋ＝１
□（∨

ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
），

若每个简单析取项∨
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
（ｋ＝１，２，…，ｎ）中的每一析取

项ξｋｊ（ｊ＝１，２，…，ｉ（ｋ））都是最简１度公式，则由定理２

和４知□（∨
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
）□（∨

ｉ（ｋ）

ｊ＝１
□ξｋｊ）□∨

ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
，即□ψ□ψ，则有φ

＝□ψ□ψ∈Ｄ（Σ），与已知矛盾．故至少存在ψ的一个
简单析取式（不妨设 ｋ＝１），它里面包含有最简０度公

式，且∨
ｉ（１）

ｊ＝１ξ１ｊ∈Ｄ（Σ），而□（∨
ｉ（１）

ｊ＝１ξ１ｊ
） Ｄ（Σ），下面对∨

ｉ（１）

ｊ＝１

ξ１ｊ分两种情形讨论：若∨
ｉ（１）

ｊ＝１ξ１ｊ
＝Ａ，Ａ不含模态词，则由上

述分析知□Ａ Ｄ（Σ），再由命题３得Ｄ（Σ）∪｛□Ａ｝

不相容，Ｄ（Σ）∪｛□ψ｝不相容；若∨
ｉ（１）

ｊ＝１ξ１ｊ
＝Ａ∨（∨

Ｍ

ｍ＝１
□Ｂｍ）

∨（∨
Ｎ

ｎ＝１
◇Ｃｎ），其中 Ａ，Ｂｍ，Ｃｎ∈Ｆ（Ｓ），且□（∨

ｉ（１）

ｊ＝１ξ１ｊ
）

Ｄ（Σ），由定理 ２和定理 ４知□Ａ，□Ｂｍ，◇Ｃｎ
Ｄ（Σ），再对上述公式运用命题 ３可得｛□Ａ｝∪Ｄ（Σ）
｛□Ｂｍ｝∪Ｄ（Σ），｛◇Ｃｎ｝∪Ｄ（Σ）（ｍ＝１，２，…，Ｍ；ｎ＝

１，２，…，Ｎ）都是不相容的，所以 Ｄ（Σ）∪｛□（∨
ｉ（１）

ｊ＝１ξ１ｊ
）｝也

不相容，综上分析知 Ｄ（Σ）∪｛φ｝不相容．
（ⅳ）若φ＝◇ψ，其中ψ所含逻辑连接词的个数不

超过ｋ个，若ψ∈Ｄ（Σ），由公理（Ｔ）知◇ψ∈Ｄ（Σ），这
与已知条件矛盾，故只能是ψ，◇ψ Ｄ（Σ）．下面证明
Ｄ（Σ）∪｛◇ψ｝不相容．把ψ化为模态析取范式，即ψ＝

∨
ｎ

ｋ＝１
∧
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
，则有◇ψ□◇（∨

ｎ

ｋ＝１
∧
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
）□∨

ｎ

ｋ＝１
（◇∧

ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
），又因为

◇ψ Ｄ（Σ），得◇∧
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
Ｄ（Σ），（ｋ＝１，２，…，ｎ）．若

∧
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
＝Ａ（Ａ不含模态词），则由上述条件知◇ψ

Ｄ（Σ），由命题３得 Ｄ（Σ）∪｛□Ａ｝不相容；若∧
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
＝Ａ

∧（∧
Ｍ

ｍ＝１
□Ｂｍ）∨（∧

Ｎ

ｎ＝１
◇Ｃｎ），则可得◇（∨

ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
）＝◇Ａ∧（∧

Ｍ

ｍ＝１

□Ｂｍ）∧（∧
Ｎ

ｎ＝１
◇Ｃｎ） Ｄ（Σ），那么至少有一合取项不在

Ｄ（Σ）中，不妨就设为□Ｂｍ Ｄ（Σ），则由命题 ３知

｛□Ｂｍ｝∪Ｄ（Σ）不相容，那么｛◇（∧
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
）｝∪Ｄ（Σ）不相

容．综上两种情形知，对于公式ψ的每一个析取项，都

有 Ｄ（Σ）∪｛◇（∧
ｉ（ｋ）

ｊ＝１ξｋｊ
）｝不相容，那么 Ｄ（Σ）∪｛∨

ｎ

ｋ＝１
◇（∧

ｉ（ｋ）

ｊ＝１

ξｋｊ）｝不相容，即 Ｄ（Σ）∪｛◇ψ｝不相容．
（ｖ）若φ＝ψ１∨ψ２，其中ψ１，ψ２所含逻辑连接词的

个数都不超过 ｋ个，由φ Ｄ（Σ）知ψｉ Ｄ（Σ）（ｉ＝
１，２），分别使用归纳假设，得 Ｄ（Σ）∪｛ψｉ｝不相容，得
Ｄ（Σ）∪｛φ｝不相容．

综上五种情形，我们证得 Ｄ（Σ）是极大相容理论．
定理８ （极大相容理论的刻画定理）若Γ是极大

相容理论，则它是所有经典简单合取式和经典的简单

析取式的某一相容存在状态之集的理论闭包，即存在

经典简单合取式和经典的简单析取式的某一相容存在

状态之集Σ，使得Γ＝Ｄ（Σ）．
证明 经典的简单合取式和简单析取式ψ在已知

的极大相容理论Γ下，都有确定的状态描述α，把他们

对应的存在状态之集都并起来得Σ＝∪
ψ∈Δ
ψ（α）Γ是相

容的，且 Ｄ（Σ）Γ由定理７知 Ｄ（Σ）是极大相容理论，
即Γ＝Ｄ（Σ）．
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